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Uvod
U ovom diplomskom radu bavit c´emo se proucˇavanjem Levinsonove nejednakosti. To je
jedan od primjera koji nam ilustriraju kako matematicˇari poopc´avaju objekte i zakonitosti.
N. Levinson je 1964. godine dokazao sljedec´u nejednakost:
n∑
i=1
piφ(xi)
n∑
i=1
pi
− φ

n∑
i=1
pixi
n∑
i=1
pi
 ≤
n∑
i=1
piφ(2b − xi)
n∑
i=1
pi
− φ

n∑
i=1
pi(2b − xi)
n∑
i=1
pi
 ,
pri cˇemu su pi ≥ 0, i = 1, . . . , n,
n∑
i=1
pi , 0, xi ∈ [0, 2b], φ je takva da je φ′′′ ≥ 0.
Njegov je rad bio potaknut tzv. Ky Fanovom nejednakosˇc´u n∏
i=1
xi
 /  n∑
i=1
xi
n ≤  n∏
i=1
(1 − xi)
 /  n∑
i=1
(1 − xi)
n
u kojoj su xi ∈ [0, 1]. Vec´ je u Levinsonovoj nejednakosti vidljivo nekoliko poopc´enja koje
je napravio u odnosu na Ky Fanov rezultat: uveo je tezˇine (pi), interval [0, 1] prosˇiren je na
[0, 2b], funkcija ln zamijenjena je s funkcijom φ za koju je φ
′′′
> 0.
U narednim godinama vrsˇena su josˇ neka generaliziranja kako uvjeta na tocˇke tako i uvjeta
na funkciju. U ovom radu opisat c´emo nekoliko takvih rezultata.
1
Poglavlje 1
Levinsonova nejednakost
1.1 Biografija Normana Levinsona
Slika 1.1: Norman Levinson
2
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Norman Levinson americˇki je matematicˇar roden 11. kolovoza 1912. godine u Lynnu
u Massachusettsu. Diplomirao je i magistrirao elektrotehniku na Massachusetts Institute
of Technology 1934. godine. U svojoj ranoj karijeri suradivao je s Norbert Wienerom,
matematicˇarom kojeg danas smatramo ocem kibernetike. Od Massachusetts Institute of
Technology primio je Redfield Proctor Traveling Fellowship za studij na Sveucˇilisˇtu u
Cambridgeu. U prva cˇetiri mjeseca u Cambridgeu, vec´ je uspio napraviti dva rada. Dok-
torirao je 1935. godine. 1937. godine pocˇeo je raditi na fakultetu Massachusetts Institute
of Technology. Godine 1954. nagraden je s Boˆcher Memorial Prize of American Mathe-
matical Society. 1970. godine je osvojio Lester R. Ford nagradu, a sljedec´e godine dobiva
Chauvenet nagradu od Mathematical Association of Amerika za svoj rad ”A Motivated
Account of an Elementary Proof of the Prime Number Theorem”. Baza MathSciNet koju
vodi The American Mathematical Society sadrzˇi osvrte na 113 Levinsonovih radova. Vec´i
dio svoje matematicˇke karijere bavio se problemima vezanim uz diferencijalne jednadzˇbe
i kompleksnu analizu, no posljednjih je desetak godina intenzivno istrazˇivao Riemannovu
zeta funkciju. Pod njegovim mentorstvom doktorirali su Raymond Redheffer i Harold
Shapiro. Levinson je umro 10. listopada 1975. godine u Bostonu od posljedica tumora na
mozgu.
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1.2 Levinsonova nejednakost
U knjizi Beckenbacha i Bellmana [3, p. 5] dana je sljedec´a nejednakost Ky Fana:
Neka su 0 < xi ≤ 12 , i = 1, 2, ..., n.
Tada vrijedi  n∏
i=1
xi
 /  n∑
i=1
xi
n ≤  n∏
i=1
(1 − xi)
 /  n∑
i=1
(1 − xi)
n ,
sa jednakosˇc´u samo ako su svi xi jednaki.
Korjenujemo li Ky Fanovu nejednakost dobivamo
n
√
x1x2 . . . xn∑n
i=1 xi
n
≤
n√(1 − x1)(1 − x2) . . . (1 − xn)∑n
i=1(1 − xi)
n
.
Dakle, i na lijevoj i na desnoj strani u brojniku se javlja geometrijska sredina, a u na-
zivniku aritmeticˇka sredina nekih brojeva. Drugim rijecˇima Ky Fanovom nejednakosˇc´u
usporedujemo kvocijente geometrijske i aritmeticˇke sredine niza brojeva (x1, x2, . . . , xn) i
(1 − x1, 1 − x2, . . . , 1 − xn).
Mozˇemo ju zapisati i ovako
G (x1, . . . , xn)
A (x1, . . . , xn)
≤ G (1 − x1, . . . , 1 − xn)
A (1 − x1, . . . , 1 − xn) .
Ukoliko Ky Fanovu nejednakost logaritmiramo dobivamo
1
n
log(x1 · . . . · xn) − log
(∑n
i=1 xi
n
)
≤ 1
n
log((1 − x1) . . . (1 − xn)) − log
(∑n
i=1(1 − xi)
n
)
tj. ∑n
i=1 log xi
n
− log
(∑n
i=1 xi
n
)
≤
∑n
i=1 log(1 − xi)
n
− log
(∑n
i=1(1 − xi)
n
)
. (1.1)
Pojavljuju se pitanja:
1. Mogu li se tezˇine
(
1
n
,
1
n
, . . . ,
1
n
)
koje se javljaju u originalnoj Ky Fanovoj nejednakosti
zamijeniti opc´im tezˇinama? Naime, poznato je da osnovna AG nejednakost vrijedi ne samo
za jednake tezˇine vec´ i za opc´e, pa zasˇto ne bi i ovu nejednakost pokusˇali poopc´iti u tom
smjeru.
POGLAVLJE 1. LEVINSONOVA NEJEDNAKOST 5
2. U osnovnoj se Ky Fanovoj nejednakosti pojavljuju parovi (xi, 1 − xi). Ocˇito je suma
brojeva xi i 1 − xi jednaka 1. Mozˇe li se taj uvjet poopc´iti?
3. Funkcija log je primjer rastuc´e konkavne funkcije. Koje od tih svojstava je nuzˇno?
Mozˇe li se log zamijeniti nekom drugom funkcijom, a da oblik Ky Fanove nejednakosti
(1.1) ostane isti?
Odgovore na ova pitanja dao je Levinson dajuc´i sljedec´u generalizaciju Ky Fanove nejed-
nakosti [6]. Danas se ovaj rezultat naziva Levinsonova nejednakost.
Teorem 1.1. Neka φ ima nenegativnu trec´u derivaciju na (0, 2b).
Za 0 < xi ≤ b i 0 < pi, 1 ≤ i ≤ n vrijedi
n∑
i=1
piφ(xi)
n∑
i=1
pi
− φ

n∑
i=1
pixi
n∑
i=1
pi
 ≤
n∑
i=1
piφ(2b − xi)
n∑
i=1
pi
− φ

n∑
i=1
pi(2b − xi)
n∑
i=1
pi
 . (1.2)
Osim toga, ako je φ′′′(u) > 0 za u ∈ (0, 2b) onda jednakost nastaje samo ako su svi xi
jednaki.
U slucˇaju kad je φ(u) = log u, pi = 1 za svaki i = 1, 2, ..., n i b = 12 , tada se nejednakost
(1.1) svodi na Ky Fanovu nejednakost.
Dokaz. Neka je a konstanta, 0 < a ≤ b.
Neka je
F(u) = φ(u) − φ(2b − u). (1.3)
Razvijmo F oko broja a.
Tada postoji θ ∈ (0, 1) tako da je
F(u) = F(a) + (u − a)F′(a) + 1
2
(u − a)2F′′(a + θ(u − a)). (1.4)
Derivirajmo F dva puta:
F(u) = φ(u) − φ(2b − u)
F′(u) = φ′(u) − φ′(2b − u) · (−1)
F′′(u) = φ′′(u) − φ′′(2b − u) · (−1)2 = φ′′(u) − φ′′(2b − u)
pa stavljajuc´i umjesto u broj a + θ(u − a) dobivamo
F′′(a + θ(u − a)) = φ′′(a + θ(u − a)) − φ′′(2b − a − θ(u − a)). (1.5)
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Prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti primjenjenom na funkciju φ′′ na inter-
valu [a + θ(u − a), 2b − a − θ(u − a)] postoji u1 iz unutrasˇnjosti tog intervala tako da
φ′′(2b − a − θ(u − a)) − φ′′(a + θ(u − a)) = φ′′′(u1)[2b − a − θ(u − a) − (a + θ(u − a))]
= 2(b − a − θ(u − a)) · φ′′′(u1),
a kad to vratimo u (1.5) dobivamo
F′′(a + θ(u − a)) = −2[b − a − θ(u − a)] · φ′′′(u1). (1.6)
Buduc´i da je po pretpostavci teorema φ′′′ ≥ 0, slijedi da je
F′′(a + θ(u − a) ≤ 0.
Tako je F(u) ≤ F(a) + (u − a)F′(a), pa koristec´i (1.3) dobivamo
φ(u) − φ(2b − u) ≤ φ(a) − φ(2b − a) + (u − a)F′(a). (1.7)
U (1.7) stavimo u = xi, i = 1, 2, ..., n, pomnozˇimo sa pi i sve te nejednakosti zbrojimo.
Dobivamo
n∑
i=1
piφ(xi) −
n∑
i=1
piφ(2b − xi) ≤
n∑
i=1
piφ(a) −
n∑
i=1
piφ(2b − a) +
n∑
i=1
pi(xi − a)F ′(a),
tj.
n∑
i=1
piφ(xi) −
n∑
i=1
piφ(2b − xi) ≤ φ(a)
n∑
i=1
pi − φ(2b − a)
n∑
i=1
pi + F
′
(a)
n∑
i=1
pi(xi − a).
Stavimo da je
a =
∑
pixi∑
pi
. (1.8)
Dobivamo
n∑
i=1
piφ(xi) −
n∑
i=1
piφ(2b − xi) ≤ φ
(∑
pixi∑
pi
) n∑
i=1
pi − φ
(
2b −
∑
pixi∑
pi
) n∑
i=1
pi
+ F
′
(∑
pixi∑
pi
) n∑
i=1
pi
(
xi −
∑
pixi∑
pi
)
.
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Buduc´i da je 0 < xi ≤ b slijedi da je 0 < a ≤ b.
Pretpostavimo sada da je φ′′′(u) > 0 na intervalu (0, 2b). Tada prema (1.6) vrijedi
F′′(a + θ(u − a)) < 0 (1.9)
osim ako je a = b i u = b. Prema (1.8) a = b je samo ako su svi xi = b.
Upotrebom (1.9) u (1.4) dokazujemo da u (1.7) vrijedi nejednakost osim ako je u = a.
Dakle, osim ako su svi xi = a tada znak jednakosti ne mozˇe se pojaviti u (1.2).
Time je teorem dokazan. 
Poglavlje 2
3 - konveksnost i Bullenov rezultat
T. Popoviciu je u svom cˇlanku [10] pokazao da se pretpostavke o diferencijabilnosti funk-
cije f mogu oslabiti i da Levinsonova nejednakost vrijedi ako je f 3 - konveksna.
Definirajmo n - konveksne funkcije.
Definicija 2.1. Za funkciju f kazˇemo da je n - konveksna na [a,b] ako za svaki izbor (n+1)
razlicˇitih tocˇaka x0, x1, . . . , xn iz [a,b] vrijedi
Vn( f ; x0, . . . , xn) :=
n∑
k=0
f (xk)
ω′(xk)
≥ 0 (2.1)
gdje je ω(x) =
n∏
k=0
(x − xk), a znak ′ u ω′(xk) oznacˇava da je u produktu izostavljen faktor
(x − xk).
Ako je xi = x j za neki i, j = 0, 1, . . . , n tada se definira
Vn( f ; x0, . . . , xi, . . . , xi, . . . , xn) = lim
t→xi
Vn( f ; x0, . . . , xi, . . . , t, . . . , xn)
ako limes postoji pri cˇemu je t na j + 1- nom mjestu.
Izraz na lijevoj strani u (2.1) se zove n - ta podijeljena razlika.
Pojam n - konveksnosti je generalizacija monotonosti i konveksnosti. Naime, uzmemo
li n = 1, tada je f 1 - konveksna ako za n + 1 = 2 razlicˇite tocˇke x0 i x1 vrijedi (2.1), tj.
1∑
k=0
f (xk)
ω′(xk)
≥ 0
f (x0)
(x0 − x1) +
f (x1)
(x1 − x0) ≥ 0
8
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(x0 − x1)( f (x0) − f (x1)) ≥ 0.
Ako je x0 ≥ x1, tada je i f (x0) ≥ f (x1), tj. f je rastuc´a funkcija. Vrijedi i obrat, ako je f
rastuc´a, tada pratec´i gornje nejednakosti dobivamo da je 1 - konveksna.
Promotrimo sˇto mozˇemo rec´i o 2 - konveksnoj funkciji.
Dokazat c´emo da je 2 - konveksna funkcija ujedno konveksna funkcija. Prisjetimo se da
funkciju f nazivamo konveksnom ako za svaki α ∈ [0, 1] i za svaki x, y ∈ I vrijedi
f (αx + (1 − α)y) ≤ α f (x) + (1 − α) f (y).
Graf konveksne funkcije ima svojstvo da ako povucˇemo sekantu u tocˇkama (x, f (x)) i
(y, f (y)), x, y ∈ [a, b] tada je graf na intervalu [x, y] ispod te sekante.
Ako konveksna funkcija ima drugu derivaciju, tada je f
′′ ≥ 0. Mnoge elementarne funkcije
su konveksne, bilo na cijeloj svojoj domeni, bilo na nekim intervalima. Tako je kvadratna
funkcija f (x) = ax2 + bx + c konveksna za a > 0. Na cijelom R konveksne su funkcije
f (x) = eax i f (x) = logb x za 0 < b < 1. Funkcija sinus je konveksna na intervalima
oblika [pi + 2kpi, 2pi + 2kpi], k ∈ Z. Funkcija tangens je konveksna na intervalima oblika
[0 + kpi, pi2 + kpi >, k ∈ Z.
Neka su dani x, y ∈ I, x < y te α ∈ (0, 1). Buduc´i da je f 2 - konveksna u definicijsku
nejednakost
f (x0)
(x0 − x1)(x0 − x2) +
f (x1)
(x1 − x0)(x1 − x2) +
f (x2)
(x2 − x0)(x2 − x1) ≥ 0 (2.2)
stavimo
x0 = x, x1 = αx + (1 − α)y, x2 = y.
Iz x1 = αx + (1 − α)y mozˇemo izraziti α pomoc´u x0, x1, x2. Naime, vrijedi
x1 = αx + (1 − α)y
x1 = αx + y − αy
α(x − y) = x1 − y
α =
x1 − y
x − y =
y − x1
y − x =
x2 − x1
x2 − x0 .
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Uz to je
1 − α = 1 − y − x1
y − x =
y − x − (y − x1)
y − x =
x1 − x
y − x =
x1 − x0
x2 − x0 .
Pomnozˇimo (2.2) sa (x1− x0)(x1− x2). To je negativni broj jer je xo < x1 < x2 pa dobivamo
f (x0)
−(x1 − x2)
x0 − x2 + f (x1) + f (x2)
−(x1 − x0)
x2 − x0 ≤ 0
f (x1) ≤ x1 − x2x0 − x2 f (x0) +
x1 − x0
x2 − x0 f (x2)
f (αx + (1 − α)y) ≤ α f (x) + (1 − α) f (y)
sˇto je i trebalo dokazati. Vrijedi i obrat: ako je f konveksna, tada je ona 2 - konveksna sˇto
se dokazuje slicˇnim supstitucijama.
Specijalno, f je 3 - konveksna ako za svake cˇetiri razlicˇite tocˇke x0, x1, x2, x3 ∈ [a, b]
vrijedi
f (x0)
(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3) +
f (x1)
(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)
+
f (x2)
(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3) +
f (x3)
(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2) ≥ 0.
Ako je trec´a podijeljena razlika pozitivna za svaki izbor tocˇaka x0, x1, x2, x3 tada kazˇemo
da je funkcija f strogo 3 - konveksna.
Za podijeljene razlike vrijedi
(x0 − xr)Vr( f ; x0, . . . , xr) = Vr−1( f ; x0, . . . , xr−1) − Vr−1( f ; x1, . . . , xr).
Dokazˇimo tu tvrdnju.
Dokaz. Raspisˇimo posebno desnu stranu jednakosti:
Vr−1( f ; x0, . . . , xr−1) =
f (x0)
(x0 − x1)(x0 − x2) · · · (x0 − xr−1) +
f (x1)
(x1 − x0)(x1 − x2) · · · (x1 − xr−1)
+
f (x2)
(x2 − x0)(x2 − x1) · · · (x2 − xr−1) + . . . +
+
f (xr−1)
(xr−1 − x0)(xr−1 − x1) · · · (xr−1 − xr−2)
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i
Vr−1( f ; x1, . . . , xr) =
f (x1)
(x1 − x2)(x1 − x3) · · · (x1 − xr) +
f (x2)
(x2 − x1)(x2 − x3) · · · (x2 − xr)
+ . . . +
f (xr−1)
(xr−1 − x1) · · · (xr−1 − xr−2)(xr−1 − xr)
+
f (xr)
(xr − x1)(xr − x2) · · · (xr − xr−1) .
Promotrimo razliku Vr−1( f ; x0, . . . , xr−1) − Vr−1( f ; x1, . . . , xr).
Vr−1 ( f ; x0, . . . , xr−1) − Vr−1( f ; x1, . . . , xr) = f (x0)(x0 − x1)(x0 − x2) · · · (x0 − xr−1)
+
f (x1)
(x1 − x2) · · · (x1 − xr−1) ·
1
(x1 − x0) +
f (x2)
(x2 − x1) · · · (x2 − xr−1) ·
1
(x2 − x0)
+ . . . +
f (xr−1)
(xr−1 − x1) · · · (xr−1 − xr−2) ·
1
(xr−1 − x0) −
f (x1)
(x1 − x2) · · · (x1 − xr−1) ·
1
(x1 − xr)
− f (x2)
(x2 − x1) · · · (x2 − xr−1) ·
1
(x2 − xr) − . . . −
− f (xr−1)
(xr−1 − x1) · · · (xr−1 − xr−2) ·
1
(xr−1 − xr) −
f (xr)
(xr − x1)(xr − x2) · · · (xr − xr−1) .
Izlucˇivanjem dobivamo
Vr−1( f ; x0, . . . , xr−1) − Vr−1( f ; x1, . . . , xr) = f (x0)(x0 − x1)(x0 − x2) · · · (x0 − xr−1)
+
f (x1)
(x1 − x2) · · · (x1 − xr−1)
(
1
(x1 − x0) −
1
(x1 − xr)
)
+
f (x2)
(x2 − x1) · · · (x2 − xr−1)
(
1
(x2 − x0) −
1
(x2 − xr)
)
+ . . . +
+
f (xr−1)
(xr−1 − x1) · · · (xr−1 − xr−2)
(
1
(xr−1 − x0) −
1
(xr−1 − xr)
)
− f (xr)
(xr − x1)(xr − x2) · · · (xr − xr−1) .
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Sredivanjem dobivamo
Vr−1( f ; x0, . . . , xr−1) − Vr−1( f ; x1, . . . , xr) = f (x0)(x0 − x1)(x0 − x2) · · · (x0 − xr−1)
+
f (x1)
(x1 − x2) · · · (x1 − xr−1) ·
(x0 − xr)
(x1 − x0)(x1 − xr)
+
f (x2)
(x2 − x1) · · · (x2 − xr−1) ·
(x0 − xr)
(x2 − x0)(x2 − xr) + . . . +
+
f (xr−1)
(xr−1 − x1) · · · (xr−1 − xr−2) ·
(x0 − xr)
(xr−1 − x0)(xr−1 − xr)
− f (xr)
(xr − x1)(xr − x2) · · · (xr − xr−1) .
Pomnozˇimo li prvi i zadnji kvocijent s
(x0 − xr)
(x0 − xr) te izlucˇimo li (x0 − xr) dobivamo lijevu
stranu jednakosti tj. (x0 − xr)Vr( f ; x0, . . . , xr), a to je upravo ono sˇto smo trebali dokazati.

Izracˇunajmo cˇemu je jednako V[ f ; x0, x0], V[ f ; x0, x0, x0] i V[ f ; x0, x0, x0, x0], ako funk-
cija f ima prvu, drugu, odnosno trec´u derivaciju.
Upotrijebimo li definiciju podijeljene razlike dobivamo
V[ f ; x0, x0] = lim
t→x0
V[ f ; x0, t] = lim
t→x0
(
f (t) − f (x0)
t − x0
)
= f
′
(x0).
Tu c´emo formulu iskoristiti i u sljedec´em racˇunu:
V[ f ; x0, x0, x0] = lim
u→x0
(
lim
v→x0
V[ f ; x0, v, u]
)
= lim
u→x0
(
lim
v→x0
V[ f ; v, u] − V[ f ; xo, u]
u − xo
)
= lim
u→x0
(
f
′
(u) − V[ f ; x0, u]
u − x0
)
= lim
u→x0
f
′
(u) − f (u) − f (x0)
u − x0
u − x0
= lim
u→x0
f
′
(u)(u − x0) − ( f (u) − f (x0))
(u − x0)2 .
Taj je razlomak oblika 00 pa mozˇemo primijeni L’Hospitalovo pravilo za racˇunanje limesa,
tj. gornji je limes dalje jednak
V[ f ; x0, x0, x0] = lim
u→x0
f
′′
(u)(u − x0) + f ′(u) − f ′(u)
2(u − x0) = limu→x0
f
′′
(u)
2
=
f
′′
(x0)
2
.
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Dakle, V[ f ; x0, x0, x0] =
f
′′
(x0)
2
.
Izracˇunajmo josˇ i podijeljenu razliku V[ f ; x0, x0, u], u , x0.
V[ f ; x0, x0, u] = lim
v→x0
V[ f ; x0, v, u] = lim
v→x0
(
f (x0)
(x0 − v)(x0 − u) +
f (v)
(v − x0)(v − u) +
f (u)
(u − x0)(u − v)
)
= lim
v→x0
f (u)
(u − x0)(u − v) + limv→x0
(
f (x0)
(x0 − v)(x0 − u) +
f (v)
(v − x0)(v − u)
)
=
f (u)
(u − x0)2 + limv→x0
f (x0)(v − u) + f (v)(u − x0)
(x0 − v)(x0 − u)(v − u) .
Razlomak u drugom pribrojniku je oblika 00 pa primjenimo li L’Hospitalovo pravilo dobi-
vamo:
lim
v→x0
f (x0)(v − u) + f (v)(u − x0)
(x0 − u)(x0 − v)(v − u) = limv→x0
f (x0) + f
′
(v)(u − x0)
(x0 − u)(−2v + x0 + u) =
f (x0) + f
′
(x0)(u − x0)
−(u − x0)2 ,
tj.
V[ f ; x0, x0, u] =
f (u) − f (x0) − f ′(x0)(u − x0)
(u − x0)2 .
Sad c´emo izracˇunati V[ f ; x0, x0, x0, x0].
V[ f ; x0, x0, x0, x0] = lim
t→x0
V[ f ; x0, x0, x0, t] = lim
t→x0
V[ f ; x0, x0, t] − V[ f ; x0, x0, x0]
t − x0
= lim
t→x0
f (t) − f (x0) − f ′(x0)(t − x0)
(t − x0)2 −
f
′′
(x0)
2
(t − x0)
= lim
t→x0
f (t) − f (x0) − f ′(x0)(t − x0) − 12 f
′′
(x0)(t − x0)2
(t − x0)3 .
Taj je razlomak oblika 00 , pa primjenom L’Hospitalova pravila dva puta dobivamo
lim
t→x0
f
′
(t) − f ′(x0) − f ′′(x0)(t − x0)
3(t − x0)2 = limt→x0
f
′′
(t) − f ′′(x0)
6(t − x0) =
1
6
f
′′′
(x0).
Dakle, V[ f ; x0, x0, x0, x0] =
1
3!
f
′′′
(x0).
Mozˇe se pokazati da za (n + 1) tocˇku x0 vrijedi V[ f ; x0, x0, . . . , x0] =
1
n!
f n(x0).
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Najcˇesˇc´e korisˇteni kriterij za utvrdivanje n - konveksnosti je ovaj:
Ako postoji n-ta derivacija od f , tada je f n - konveksna funkcija ako i samo ako je f (n) ≥ 0.
U slucˇaju kad je f (x) = xr tada je f ′′′(x) = r(r − 1)(r − 2)xr−3.
Funkcija f je strogo 3 - konveksna ako i samo ako 0 < r < 1 ili r > 2. Funkcija f je strogo
3 - konkavna ako je r < 0 ili 1 < r < 2.
I funkcije f1(x) = ln x, f2(x) = ex su strogo 3 - konveksne na skupu (0,∞).
Dokaz. Derivirajmo funkciju f1(x) = ln x:
f
′
1(x) =
1
x
f
′′
1 (x) = −
1
x2
f
′′′
1 (x) =
2
x3
f
′′′
1 (x) > 0 na skupu (0,∞) pa zakljucˇujemo da je funkcija f1(x) 3 - konveksna.
Za funkciju f2(x) = ex vrijedi:
f
′
2(x) = f
′′
2 (x) = f
′′′
2 (x) = e
x
f
′′′
2 (x) > 0, x ∈ R pa zakljucˇujemo da je funkcija f2(x) 3 - konveksna.

Sada c´emo prikazati Bullenov rezultat za 3 - konveksne funkcije.
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Teorem 2.2. .
(a) Neka je funkcija f realna, 3- konveksna na intervalu [a, b] i xk, yk (1 ≤ k ≤ n) 2n tocˇaka
iz intervala [a, b] tako da vrijedi
max(x1, . . . , xn) ≤ min(y1, . . . , yn), x1 + y1 = x2 + y2 = · · · = xn + yn. (2.3)
Ako su pk > 0, k = 1, 2, . . . n, uz oznaku Pk =
k∑
i=1
pi, (2 ≤ k ≤ n) tada vrijedi
n∑
k=1
pk f (xk)
Pn
− f

n∑
k=1
pkxk
Pn
 ≤
n∑
k=1
pk f (yk)
Pn
− f

n∑
k=1
pkyk
Pn
 . (2.4)
Ako je funkcija f strogo 3- konveksna tada jednakost u (2.4) vrijedi ako i samo ako je
x1 = · · · = xn.
(b) Ako za neprekidnu funkciju vrijedi (2.4) (strogo) za svaki n i za svakih 2n tocˇaka koje
zadovoljavaju (2.3) i za sve pk > 0 (1 ≤ k ≤ n), tada je funkcija f (strogo) 3 - konveksna.
Dokaz. .
(a) Da ovo dokazˇemo dovoljno je za pretpostaviti x1 < · · · < xn ≤ yn < yn−1 < · · · < y1.
Dokaz slijedi indukcijom po n i prvo gledamo slucˇaj kada je n = 2. Raspisˇimo podijeljene
razlike V3 za brojeve z0, z1, z2, z3, z4, z5.
(z0 − z3)V3( f ; z0, z1, z2, z3) = V2( f ; z0, z1, z2) − V2( f ; z1, z2, z3)
(z1 − z4)V3( f ; z1, z2, z3, z4) = V2( f ; z1, z2, z3) − V2( f ; z2, z3, z4)
(z2 − z5)V3( f ; z2, z3, z4, z5) = V2( f ; z2, z3, z4) − V2( f ; z3, z4, z5).
Ako je z0 ≥ z3, z1 ≥ z4, z2 ≥ z5 zbog 3 - konveksnosti funkcije f vrijedi da je
V2( f ; z0, z1, z2) ≥ V2( f ; z1, z2, z3) ≥ V2( f ; z2, z3, z4) ≥ V2( f ; z3, z4, z5),
tj.
V2( f ; z0, z1, z2) ≥ V2( f ; z3, z4, z5). (2.5)
Stavimo u (2.5)
z0 = y1, z2 = y2, z1 =
p1y1 + p2y2
p1 + p2
, z3 = x2, z5 = x1, z4 =
p1x1 + p2x2
p1 + p2
.
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Uz pretpostavku da je x1 + y1 = x2 + y2 i x1 < x2 ≤ y2 < y1 dobivamo
V2( f ; z0, z1, z2) =
f (z0)
(z0 − z1)(z0 − z2) +
f (z1)
(z1 − z0)(z1 − z2) +
f (z2)
(z2 − z0)(z2 − z1)
=
f (y1)
(y1 − y2)
(
y1 − p1y1 + p2y2p1 + p2
) + f
(
p1y1 + p2y2
p1 + p2
)
(
p1y1 + p2y2
p1 + p2
− y1
) (
p1y1 + p2y2
p1 + p2
− y2
)
+
f (y2)
(y2 − y1)
(
y2 − p1y1 + p2y2p1 + p2
)
=
f (y1)
(y1 − y2)( p2(y1 − y2)p1 + p2 )
+
f
(
p1y1 + p2y2
p1 + p2
)
(
p2(y2 − y1)
p1 + p2
) (
p1(y1 − y2
p1 + p2
) + f (y2)
(y2 − y1)( p1(y2 − y1)p1 + p2 )
=
(p1 + p2)
(y1 − y2)2
[
1
p2
f (y1) − (p1 + p2)p1 p2 f
(
p1y1 + p2y2
p1 + p2
)
+
1
p1
f (y2)
]
=
(p1 + p2)2
(y1 − y2)2
1
p1 p2
[
p1
p1 + p2
f (y1) − f ( p1y1 + p2y2p1 + p2 ) +
p2
p1 + p2
f (y2)
]
(2.6)
i
V2( f ; z3, z4, z5) =
f (z3)
(z3 − z4)(z3 − z5) +
f (z4)
(z4 − z3)(z4 − z5) +
f (z5)
(z5 − z3)(z5 − z4)
=
f (x2)
(x2 − x1)
(
x2 − p1x1 + p2x2p1 + p2
) + f
(
p1x1 + p2x2
p1 + p2
)
(
p1x1 + p2x2
p1 + p2
− x2
) (
p1x1 + p2x2
p1 + p2
− x1
)
+
f (x1)
(x1 − x2)
(
x1 − p1x1 + p2x2p1 + p2
)
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=
f (x2)
(x2 − x1)( p2(x2 − x1)p1 + p2 )
+
f
(
p1x1 + p2x2
p1 + p2
)
(
p1(x1 − x2)
p1 + p2
) (
p2(x2 − x1
p1 + p2
) + f (x1)
(x1 − y2)( p2(x1 − y2)p1 + p2 )
=
(p1 + p2)
(x1 − x2)2
[
1
p1
f (x2) − (p1 + p2)p1 p2 f
(
p1x1 + p2x2
p1 + p2
)
+
1
p2
f (x1)
]
=
(p1 + p2)2
(x1 − x2)2
1
p1 p2
[
p2
p1 + p2
f (x2) − f ( p1x1 + p2x2p1 + p2 ) +
p1
p1 + p2
f (x1)
]
. (2.7)
Primjenom jednakosti (2.6) i (2.7) slijedi (2.4).
Buduc´i da je x1 + y1 = x2 + y2, slijedi da je (y1 − y2)2 = (x1 − x2)2, pa kad nejednakost
V2( f ; zo, z1, z2) ≥ V2( f ; z3, z4, z5) pomnozˇimo s (y1 − y2)
2 p1 p2
(p1 + p2)2
upravo dobivamo nejedna-
kost (2.4) za n = 2, tj.
p1 f (y1)
p1 + p2
+
p2 f (y2)
p1 + p2
− f
(
p1y1 + p2y2
p1 + p2
)
≥ p1 f (x1)
p1 + p2
+
p2 f (x2)
p1 + p2
− f
(
p1x1 + p2x2
p1 + p2
)
.
Sada pretpostavimo da rezultat vrijedi za n = 2, 3, . . . ,m − 1 i razmotrimo razliku
m∑
k=1
pk f (xk)
Pm
−
m∑
k=1
pk f (yk)
Pm
=

Pm−1
Pm
m−1∑
k=1
pk f (xk)
Pm−1
+
Pm
Pm
f (xm)

−

Pm−1
Pm
m−1∑
k=1
pk f (yk)
Pm−1
+
Pm
Pm
f (ym)

≤
Pm−1Pm f
m−1∑
k=1
pkxk/Pm−1
 + pmPm f (xm)
 −
Pm−1Pm f
m−1∑
k=1
pkyk/Pm−1
 + pmPm f (ym)

ali za slucˇaj n = 2 zadnji izraz je manji ili jednak od
f
 m∑
k=1
pkxk/Pm
 − f  m∑
k=1
pkyk/Pm

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cˇime je dovrsˇen dokaz o nejednakosti (2.4) u slucˇaju kada je n = m, pa prema aksiomu
matematicˇke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n ≥ 2.
(b) Stavimo da je
n = 2, x1 = x, x2 = y2 = x +
3h
2
, y1 = x + 3h, p1 = 1, p2 = 2.
Sume koje se pojavljuju u nejednakosti (2.4) glase
n∑
k=1
pk f (xk) = p1 f (x1) + p2 f (x2) = f (x) + 2 f (x +
3h
2
)
n∑
k=1
pkxk = p1x1 + p2x2 = x + 2(x +
3h
2
) = 3x + 3h = 3(x + h)
Pn =
n∑
k=1
pk = p1 + p2 = 3
n∑
k=1
pkyk = p1y1 + p2y2 = (x + 3h) + 2(x +
3h
2
) = 3x + 6h = 3(x + 2h)
n∑
k=1
pk f (yk) = p1 f (y1) + p2 f (y2) = f (x + 3h) + 2 f (x +
3h
2
);
pa nejednakost (2.4) izgleda ovako
f (x) + 2 f (x +
3h
2
)
3
− f
(
3(x + h)
3
)
≤
f (x + 3h) + 2 f (x +
3h
2
)
3
− f
(
3(x + 2h)
3
)
odnosno:
f (x + 3h)
3
− f (x + 2h) + f (x + h) − f (x)
3
≥ 0.
Podijelimo li tu nejednakost s 2h3 > 0 dobivamo
f (x + 3h)
6h3
− f (x + 2h)
2h3
+
f (x + h)
2h3
− f (x)
6h3
≥ 0
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tj. uz cˇinjenice da je h = (x + 3h) − (x + 2h), h = (x + 2h) − (x + h) i slicˇno, dobivamo
f (x + 3h)
((x + 3h) − (x + 2h))((x + 3h) − (x + h))((x + 3h) − x)
+
f (x + 2h)
((x + 2h) − (x + 3h))((x + 2h) − (x + h))((x + 2h) − x)
+
f (x + h)
((x + h) − (x + 3h))((x + h) − (x + 2h))((x + h) − x)
+
f (x)
((x − (x + 3h))((x − (x + 2h))((x − (x + h)) ≥ 0.
Izraz na lijevoj strani je upravo podijeljena razlika V3( f ; x + 3h, x + 2h, x + h, x), tj. dobili
smo da za svaki x, h > 0 vrijedi
V3( f ; x + 3h, x + 2h, x + h, x) ≥ 0
tj. f je 3 - konveksna.

Definicija 2.3. Neka je (a) = (a1, . . . , an) n-torka pozitivnih brojeva, te neka je (w) =
(w1, . . . ,wn) n-torka nenegativnih brojeva. Tada se r-ta sredina n-torke (a) s tezˇinom (w)
definira ovako:
M[r]n (a; w) =
 1Wn
n∑
i=1
ari wi

1
r
(0 < |r| < +∞)
M[0]n (a; w) =
 n∏
i=1
awii

1
Wn (r = 0);
pri cˇemu je Wn =
n∑
i=1
wi. Ako je r = 1, 0 tada koristimo zapis
M[1]n (a; w) = An(a; w) (aritmeticˇka sredina)
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M[0]n (a; w) = Gn(a; w) (geometrijska sredina).
Uz ovaj zapis nejednakost (2.4) postaje
An( f (x); p) − f (An(x; p) ≤ (An( f (y); p) − f (An(y; p)) (2.8)
gdje je ( f (a)) = ( f (a1), . . . , f (an)).
Buduc´i da je An samo jedna specijalna sredina, ovaj zapis poticˇe pitanje mozˇe li se An
zamijeniti s bilo kojom sredinom M[r]n . Odgovor na to pitanje je dan u sljedec´em korolaru.
Korolar 2.4. Neka je s realan broj i (a) i (b) n- torke pozitivnih brojeva koje zadovoljavaju
max(a1, . . . , an) ≤ min(b1, . . . , bn),
as1 + b
s
1 = · · · = asn + bsn (s , 0), a1b1 = · · · = anbn (s = 0)
te neka je (p) josˇ jedna n- torka pozitivnih brojeva.
(i) Ako je 0 ≤ t < s, t > 2s ≥ 0, s < t < 0 ili t < 2s < 0 tada vrijedi
[(M[t]n (a; p)]
t − [(M[s]n (a; p)]t ≤ [(M[t]n (b; p)]t − [(M[s]n (b; p)]t (t , 0), (2.9)
Gn(a; p)
M[s]n (a; p)
≤ Gn(b; p)
M[s]n (b; p)
(t = 0). (2.10)
(ii) Ako je t < 0 ≤ s, 0 < s < t < 2s, s < 0 ≤ t, ili 2s < t < s < 0 vrijede suprotne
nejednakosti u (2.9) i (2.10).
Jednakost se javlja ako i samo ako vrijedi a1 = · · · = an.
Dokaz. Ovi rezultati slijede iz prethodnog teorema za specijalne funkcije f .
Stavljanjem f (x) = xt/s (0 <
t
s
< 1, ili
t
s
> 2) u (2.4) i
xi = asi , yi = b
s
i (1 ≤ i ≤ n)
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cˇlanovi nejednakosti (2.4) se svode na:
n∑
k=1
pkxk
Pn
=
n∑
k=1
pkask
Pn
=
(
M[s]n (a; p)
)s
n∑
k=1
pk f (xk)
Pn
=
n∑
k=1
pk((ak)s)
t
s
Pn
=
∑n
k=1 pka
t
k
Pn
=
(
M[t]n (a; p)
)t
n∑
k=1
pkyk
Pn
=
n∑
k=1
pkbsk
Pn
=
(
M[s]n (b; p)
)s
n∑
k=1
pk f (yk)
Pn
=
n∑
k=1
pk((bk)s)
t
s
Pn
=
∑n
k=1 pkb
t
k
Pn
=
(
M[t]n (b; p)
)t
.
Konacˇno (2.4) postaje
(M[t]n (a; p))
t − f (M[s]n (a; p)s) ≤ (M[t]n (b; p))t − f (M[s]n (b; p)s)
tj. uz f (x) = x
t
s imamo
(M[t]n (a; p))
t − (M[s]n (a; p))s·
t
s ≤ (M[t]n (b; p))t − (M[s]n (b; p))s·
t
s
(M[t]n (a; p))
t − (M[s]n (a; p))t ≤ (M[t]n (b; p))t − (M[s]n (b; p))t,
u slucˇaju kad je 0 < t < s, t > 2s > 0, s < t < 0 i t < 2s < 0.
U slucˇaju da je t = 0, s > 0 nejednakost (2.10) slijedi uzimanjem funkcije f (x) =
1
s
ln x i
upotrebom iste supstitucije za xi, yi (1 ≤ i ≤ n) kao gore:
n∑
i=1
pi f (xi)
Pn
=
n∑
i=1
pi
1
s
ln asi
Pn
=
n∑
i=1
pi
1
s
· s ln ai
Pn
=
n∑
i=1
pi ln ai
Pn
=
n∑
i=1
ln apii
Pn
=
ln(ap11 a
p2
2 . . . a
pn
n )
Pn
= ln Gn(a; p)
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n∑
i=1
pkxk
Pn
=
n∑
i=1
pkask
Pn
f

n∑
i=1
pkxk
Pn
 =
1
s
ln

n∑
i=1
pkask
Pn
 = ln

n∑
i=1
pkask
Pn

1
s
= ln M[s]n (a; p)
n∑
i=1
pi f (yi)
Pn
=
n∑
i=1
pi
1
s
ln bsi
Pn
=
n∑
i=1
pi
1
s
· s ln bi
Pn
=
n∑
i=1
pi ln bi
Pn
=
n∑
i=1
ln bpii
Pn
=
ln(bp11 b
p2
2 . . . b
pn
n )
Pn
= ln Gn(b; p)
n∑
i=1
pkyk
Pn
=
n∑
i=1
pkbsk
Pn
f

n∑
i=1
pkyk
Pn
 =
1
s
ln

n∑
i=1
pkbsk
Pn
 = ln

n∑
i=1
pkbsk
Pn

1
s
= ln M[s]n (b; p)
Konacˇno (2.4) postaje
ln Gn(a; p) − ln M[s]n (a; p) ≤ ln Gn(b; p) − ln M[s]n (b; p)
ln
Gn(a; p)
M[s]n (a; p)
≤ ln Gn(b; p)
M[s]n (b; p)
Gn(a; p)
M[s]n (a; p)
≤ Gn(b; p)
M[s]n (b; p)
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Konacˇno ako je f (x) = etx, t > 0 i xi = ln ai, yi = ln bi (1 ≤ i ≤ n) tada se cˇlanovi ne-
jednakosti (2.4) svode na:
n∑
k=1
pkxk
Pn
=
n∑
k=1
pk ln ak
Pn
=
n∑
k=1
ln apkk
Pn
= ln Gn(a; p)
n∑
k=1
pk f (xk)
Pn
=
n∑
k=1
pk(etx)
Pn
=
n∑
k=1
pk(et ln ak)
Pn
=
n∑
k=1
pkatk
Pn
=
(
M[t]n (a; p)
)t
n∑
k=1
pkyk
Pn
=
n∑
k=1
pk ln bk
Pn
=
n∑
k=1
ln bpkk
Pn
= ln Gn(b; p)
n∑
k=1
pk f (yk)
Pn
=
n∑
k=1
pk(etx)
Pn
=
n∑
k=1
pk(et ln bk)
Pn
=
n∑
k=1
pkbtk
Pn
=
(
M[t]n (b; p)
)t
Konacˇno (2.4) postaje
(M[t]n (a; p))
t − f (ln Gn(a; p)) ≤ (M[t]n (b; p))t − f (ln Gn(b; p))
tj. uz f (x) = etx imamo
(M[t]n (a; p))
t − et ln Gn(a;p) ≤ (M[t]n (b; p))t − et ln Gn(b;p)
(M[t]n (a; p))
t − (Gn(a; p))t ≤ (M[t]n (b; p))t − (Gn(b; p))t, s = 0
tj.
(M[t]n (a; p))
t − (M[0]n (a; p))t ≤ (M[t]n (b; p))t − (M[0]n (b; p))t.

Poglavlje 3
Promjena uvjeta za tocˇke
Kao sˇto smo vec´ uocˇili, u originalnoj Levinsonovoj nejednakosti tocˇke se biraju tako da
suma odgovarajuc´ih tocˇaka jednaka 1. No, taj se uvjet mozˇe oslabiti.
J. Pecˇaric´ je u svom radu [8] razmatrao Levinsonovu nejednakost ali uz nesˇto slabije uvjete
na izbor tocˇaka x0, . . . , xn, y1, . . . , yn. Pokazao je da vrijedi ovaj teorem.
Teorem 3.1. Neka je funkcija f realna, 3 - konveksna na intervalu [a, b], pi > 0
(0 ≤ i ≤ n) i xk, yk (0 ≤ k ≤ n) 2n + 2 tocˇaka iz intervala [a, b] tako da vrijedi
x0 + y0 = x1 + y1 = · · · = xn + yn = 2c (3.1)
i
x2k + x2k+1 ≤ 2c, p2kx2k + p2k+1x2k+1p2k + p2k+1 ≤ c
(
k = 0, 1, · · · ,
[n
2
])
(
ako je n paran tada vrijedi xn+1 =
pn−2xn−2 + pn−1xn−1
pn−2 + pn−1
, pn+1 = pn−2 + pn−1
)
.
Tada vrijedi
1
Pn
n∑
i=0
pi f (xi) − f
 1Pn
n∑
i=0
pixi
 ≤ 1Pn
n∑
i=0
pi f (yi) − f
 1Pn
n∑
i=0
piyi
 . (3.2)
Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n i prvo dokazujemo slucˇaj za n = 1.
Buduc´i da je funkcija f 3 - konveksna tada iz
(x0 − xr)Vr( f ; x0, . . . , xr) = Vr−1( f ; x0, . . . , xr−1) − Vr−1( f ; x1, . . . , xr),
za r = 3, za z0 > z3 vrijedi V2( f ; z0, z1, z2) ≥ V2( f ; z1, z2, z3).
24
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Postupajuc´i kao u dokazu Bullenovog teorema dobivamo da vrijedi
V2( f ; z0, z1, z2) ≥ V2( f ; z3, z4, z5) (3.3)
ako je z0 > z3, z1 > z4, z2 > z5.
Neka je
z0 = y0, z2 = y1, z1 =
p0y0 + p1y1
p0 + p1
, z3 = x1, z5 = x0, z4 =
p0x0 + p1x1
p0 + p1
.
Tada (3.3) postaje (3.2) za n = 1, ako je zadovoljeno x0 + y0 = x1 + y1 = 2c,
x0 + x1 ≤ 2c, p0x0 + p1x1p0 + p1 ≤ c.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = m.
Neka je m neparan. Tada je
⌊m
2
⌋
=
m − 1
2
.
Tada za n = m vrijedi (3.2) uz pretpostavke x0 + y0 = · · · = xm + ym = 2c i
x2k + x2k+1 ≤ 2c, p2kx2k + p2k+1x2k+1p2k + p2k+1 ≤ c (3.4)
za svaki k = 0, 1, . . . ,
m − 1
2
.
Korisˇtenjem supstitucije:
xi → xi, yi → yi pi → pi (1 ≤ i ≤ m − 2), xm−1 → pm−1xm−1 + pmxmpm−1 + pm ,
pm−1 → pm−1 + pm, xm → xm+1, pm → pm+1, xm+1 + ym+1 = 2c
prema (3.2) za n = m dobivamo
Pm+1
 f  1Pm+1
m+1∑
i+0
pixi
 − f  1Pm+1
m+1∑
i=0
piyi
 (3.5)
≥
m−2∑
i=1
pi( f (xi) − f (yi)) + pm+1( f (xm+1) − f (ym+1))
+(pm+1 + pm)
(
f
(
pm−1xm−1 + pmxm
pm−1 + pm
)
− f
(
pm−1ym−1 + pmym
pm−1 + pm
))
uz pretpostavku da je (3.4) zadovoljeno za svaki
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k = 0, 1, . . . ,
m − 3
2
,
x0 + y0 = x1 + y1 = · · · = pm−1(xm−1 + ym−1) + pm(xm + ym)pm−1 + pm = xm+1 + ym+1,
i ako
pm−1xm−1 + pmxm
pm−1 + pm
+ xm+1 ≤ 2c, pm−1xm−1 + pmxm + pm+1xm+1pm−1 + pm + pm+1 ≤ c.
I ako josˇ vrijedi
xm−1 + ym−1 = xm + ym, xm−1 + xm ≤ 2c i pm−1xm−1 + pmxmpm−1 + pm ≤ c,
tada prema (3.5) dobivamo (3.2) za n = m + 1.
Sada, neka je m paran. Tada za n = m vrijedi (3.2) ako je x0 + y0 = · · · = xm + ym = 2c, ako
(3.4) vrijedi za k = 0, 1, . . . ,
m − 2
2
i ako
xm +
pm−2xm−2 + pm−1xm−1
pm−2 + pm−1
≤ 2c, pm−2xm−2 + pm−1xm−1 + pmxm
pm−2 + pm−1 + pm
≤ c.
Uz supstituciju
xm → pmxm + pm+1xm+1pm + pm+1 , pm → pm + pm+1, prema (3.2) za n = m dobivamo
Pm+1
 f  1Pm+1
m+1∑
i+0
pixi
 − f  1Pm+1
m+1∑
i=0
piyi
 ≥ m−1∑
i=1
pi( f (xi) − f (yi))
+(pm + pm+1)
(
f
(
pmxm + pmxm+1
pm + pm+1
)
− f
(
pmym + pm+1ym+1
pm + pm+1
))
(3.6)
prema pretpostavci x0 + y0 = · · · = xm−1 + ym−1 = pm(xm + ym) + pm+1(xm+1 + ym+1)pm + pm+1 , (3.4)
vrijedi za k = 0, 1, . . . ,
m − 2
2
i ako vrijedi
pmxm + pm+1xm+1
pm + pm+1
+
pm−2xm−2 + pm−1xm−1
pm−2 + pm−1
≤ 2c, pm−2xm−2 + · · · + pm+1xm+1
pm−2 + · · · + pm+1 ≤ c. (3.7)
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Ako (3.4) vrijedi za k =
m
2
i ako xm + ym = xm+1 + ym+1 tada iz (3.6) dobivamo (3.2)
za n = m + 1 (u ovom slucˇaju je (3.7) uvijek zadovoljeno).

Iz prethodnog teorema slijedi:
Teorem 3.2. Neka je funkcija f realna, 3 - konveksna na intervalu [a, b], pi > 0
(0 ≤ i ≤ n) i xk, yk (0 ≤ k ≤ n) 2n + 2 tocˇaka iz intervala [a, b] tako da vrijedi
x0 + y0 = x1 + y1 = · · · = xn + yn = 2c (3.8)
i
xi + xn−i ≤ 2c, pixi + pn−ixn−ipi + pn−i ≤ c (0 ≤ i ≤ n).
Tada vrijedi (3.2).
Ako su tezˇine pi sve jednake 1, tada se Levinsonova nejednakost (3.2) svodi na
1
n + 1
n∑
i=0
f (xi) − f
 1n + 1
n∑
i=0
xi
 ≤ 1n + 1
n∑
i=0
f (yi) − f
 1n + 1
n∑
i=0
yi
 (3.9)
uz pretpostavke (3.8) i ako je xi + xn−i ≤ 2c (i = 0, 1, . . . , n).
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A.McD.Mercer je u svom radu [7] dokazao sljedec´u generalizaciju Levinsonove nejed-
nakosti.
Teorem 3.3. Neka su (x) i (y) n-torke pozitivnih brojeva pri cˇemu je max{x1, . . . , xn} ≤
min{y1, . . . , yn}. Neka je wk > 0 za k = 1, 2, . . . , n pri cˇemu je ∑ wk = 1.
Uz oznake A1 =
∑
wkxk i A2 =
∑
wkyk, pretpostavimo da vrijedi∑
wk(xk − A1)2 =
∑
wk(yk − A2)2. (3.10)
Tada za bilo koju funkciju f za koju je f
′′′ ≥ 0 na intervalu koji sadrzˇi sve xk i yk,
k = 1, 2, . . . , n vrijedi ∑
wk f (xk) − f (A1) ≤
∑
wk f (yk) − f (A2).
Dokaz. Neka je
J(λ) =
∑
wk f (λxk + (1 − λ)A1) −
∑
wk f (λyk + 1(1 − λ)A2).
Tada je
J
′
(λ) =
∑
wk(xk − A1) f ′(λxk + (1 − λ)A1) −
∑
wk(yk − A2) f ′(λyk + (1 − λ)A2)
i
J
′′
(λ) =
∑
wk(xk − A1)2 f ′′(λxk + (1− λ)A1)−
∑
wk(yk − A2)2 f ′′(λyk + (1− λ)A2) (3.11)
odnosno,
J
′′
(λ) =
[∑
wk(xk − A1)2
]
f
′′
(α) −
[∑
wk(yk − A2)2
]
f
′′
(β),
pri cˇemu su α ∈ span{x1, x2, . . . , xn} i β ∈ span{y1, y2, . . . , yn}, zato sˇto su svi faktori u
svakoj sumi u (3.11) pozitivni. Ovdje α i β ovise o λ, xk i λ, yk, redom, i α < β.
Buduc´i da je f
′′′ ≥ 0 tada f ′′(α) < f ′′(β) i buduc´i da prema pretpostavci takoder vrijedi∑
wk(xk − A1)2 = wk(yk − A2)2, tada J′′ < 0 i J′ je padajuc´a. Dakle,
J
′
(0) = 0 > J
′
(λ) za 0 < λ < 1.
Buduc´i je J(λ) padajuc´a funkcija imamo da je J(1) < J(0), tj.∑
wk f (xk) −
∑
wk f (yk) <
∑
wk f (A1) −
∑
wk f (A2) = f (A1) − f (A2)
i time je teorem dokazan. 
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Zanimljivo je da se uvjet da su zbrojevi xi + yi medusobno jednaki mozˇe zamijeniti
uvjetom da su im razlike jednake. Taj rezultat je dan u cˇlanku [9] i glasi ovako:
Teorem 3.4. (a) Neka je funkcija f realna, 3- konveksna na intervalu [a, b] i xk, yk (1 ≤
k ≤ n) 2n tocˇaka iz intervala [a, b] tako da vrijedi
y1 − x1 = y2 − x2 = · · · = yn − xn > 0 (3.12)
i neka je pk > 0, k = 1, 2, . . . n, tada vrijedi (2.4). Ako je funkcija f strogo 3- konveksna
tada jednakost u (2.4) vrijedi ako i samo ako je x1 = · · · = xn.
(b) Ako za neprekidnu funkciju f vrijedi (2.4) (strogo) za svaki n i za svakih 2n tocˇaka
koje zadovoljavaju (3.12) i za sve pk > 0 (1 ≤ k ≤ n), tada je funkcija f (strogo) 3 -
konveksna.
Dokaz. .
(a) Dokaz provodimo indukcijom po n i prvo dokazujemo slucˇaj za n = 2.
Kao u dokazu teorema (2.2) dokazˇe se da za z0 > z3, z1 > z4, z2 > z5, vrijedi
V2( f ; z0, z1, z2) ≥ V2( f ; z3, z4, z5).
Kad se u tu nejednakost uvrsti
z0 = y1, z2 = y2, z1 =
p1y1 + p2y2
p1 + p2
, z3 = x1, z5 = x2, z4 =
p1x1 + p2x2
p1 + p2
na lijevoj strani, tj. u izrazu V2( f ; z0, z1, z2) u nazivniku se dobije (y1 − y2)2, a na desnoj
strani, tj. u izrazu V2( f ; z3, z4, z5) se dobije (x1−x2)2. Po pretpostavci vrijedi y1−x1 = y2−x2,
tj. y1 − y2 = x1 − x2, pa se izrazi (y1 − y2)2 i (x1 − x2)2 u lijevoj i desnoj strani nejednakosti
krate i ono sˇto ostane je upravo Levinsonova nejednakost (2.4) za n = 2.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = 2, 3, . . . ,m − 1.
Korisˇtenjem supstitucije
x1 → 1Pm−1
m−1∑
i=1
pixi, x2 → xm, y1 → 1Pm−1
m−1∑
i=1
piyi
y2 → ym, p1 → Pm−1, p2 → pm
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prema (2.4) za n = 2 dobivamo
f
 1Pm
m∑
i=1
piyi
 − f  1Pm
m∑
i=1
pixi
 ≤ 1Pm Pm−1 f
 1Pm−1
m−1∑
i=1
piyi

− f
 1Pm−1
m−1∑
i=1
pixi
 + pm ( f (ym) − f (xm)) ≤ 1Pm
m∑
i=1
pi ( f (yi) − f (xi))
gdje smo koristili pretpostavku indukcije za n = m − 1.
Iz y1 − x1 = · · · = ym−1 − xm−1 > 0 i
1
Pm−1
m−1∑
i=1
piyi − 1Pm−1
m−1∑
i=1
pixi = ym − xm > 0
dobivamo da vrijedi y1− x1 = · · · = ym− xm > 0 cˇime je dovrsˇen dokaz o nejednakosti (2.4)
u slucˇaju kada je n = m, pa prema aksiomu matematicˇke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki
n.
(b) Stavimo da je n = 2, x1 = x, x2 = x + 2h, y1 = x + h, y2 = x + 3h, p1 = p2 = 1, (h > 0),
tada se nejednakost (2.4) reducira na
V3( f ; x + 3h, x + 2h, x + h, x) ≥ 0.
Poznato je da ako ovo vrijedi za sve x, h > 0 (strogo vrijedi) tada funkcija f je 3 - konveksna
(strogo 3 - konveksna).

Poglavlje 4
Daljnji rezultati
U ovom poglavlju dajemo rezultat u kojem je razlika lijeve i desne strane Levinsonove
nejednakosti izrazˇena kao produkt istovrsne razlike za polinom x3 i trec´e derivacije funkcije
f u jednoj tocˇki domene. Prije iskaza teorema, dokazat c´emo jedan rezultat neovisan o
Levinsonovoj nejednakosti.
Lema 4.1. Neka je f : [a, b]→ R takva da je njezina trec´a derivacija neprekidna na [a, b]
i neka je m = min f
′′′
i M = max f
′′′
. Funkcije φ1 i φ2 definirane kao:
φ1(t) =
M
6
t3 − f (t), (4.1)
φ2(t) = f (t) − m6 t
3 (4.2)
su 3 - konveksne funkcije.
Dokaz. Derivirajmo funkciju φ1:
φ
′
1(t) =
3M
6
t2 − f ′(t)
φ
′′
1(t) =
6M
6
t − f ′′(t)
φ
′′′
1 (t) = M − f
′′′
(t).
Buduc´i da je M = max f
′′′
slijedi da je φ
′′′
1 (t) ≥ 0 pa zakljucˇujemo da je φ1(t) 3 - konveksna
funkcija.
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Za funkciju φ2 vrijedi:
φ
′
2(t) = f
′
(t) − 3m
6
t2
φ
′′
2(t) = f
′′
(t) − 6m
6
t
φ
′′′
2 (t) = f
′′′
(t) − m.
Buduc´i da je m = min f
′′′
slijedi da je φ
′′′
2 (t) ≥ 0 pa zakljucˇujemo da je φ2(t) 3 - konveksna
funkcija.

Teorem 4.2. Neka je funkcija f : [a, b] → R takva da je njezina trec´a derivacija f ′′′
neprekidna na [a, b] . Tada za xi > 0 i pi > 0 postoji ξ ∈ [a, b] tako da sljedec´a jednakost
vrijedi
f
 1Pn
n∑
i=1
pixi
 − 1Pn
n∑
i=1
pi f (xi) (4.3)
+
1
Pn
n∑
i=1
pi f (2a − xi) − f
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)

=
f
′′′
(ξ)
6

 1Pn
n∑
i=1
pixi
3 − 1Pn
n∑
i=1
pix3i +
1
Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)3 −
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
3
 .
Dokaz. Buduc´i da je f
′′′
neprekidna na segmentu, ona na njemu poprima minimum i mak-
simum koje oznacˇimo redom s m i M, tj. min f
′′′
= m, max f
′′′
= M.
Primjenom Levinsonove nejednakosti 1.2 na funkciju φ1 definiranu u Lemi 4.1, dobivamo
sljedec´u nejednakost:
M
6
1
Pn
n∑
i=1
pix3i −
1
Pn
n∑
i=1
pi f (xi)
−M
6
 1Pn
n∑
i=1
pixi
3 + f  1Pn
n∑
i=1
pixi

≤ M
6
1
Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)3 − 1Pn
n∑
i=1
pi f (2a − xi)
−M
6
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
3 + f  1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
 .
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Prebacivanjem na lijevu stranu
1
Pn
n∑
i=1
pi f (2a − xi) i f
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
 te
M
6
1
Pn
n∑
i=1
pix3i i
M
6
 1Pn
n∑
i=1
pixi
3 na desnu stranu dobivamo nejednakost:
f
 1Pn
n∑
i=1
pixi
 − 1Pn
n∑
i=1
pi f (xi) (4.4)
+
1
Pn
n∑
i=1
pi f (2a − xi) − f
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)

≤ M
6

 1Pn
n∑
i=1
pixi
3 − 1Pn
n∑
i=1
pix3i
+
1
Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)3 −
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
3
 .
Analogno postupimo i s funkcijom φ2. Dobivamo sljedec´u nejdnakost:
1
Pn
n∑
i=1
pi f (xi) − m6
1
Pn
n∑
i=1
pix3i
− f
 1Pn
n∑
i=1
pixi
 + m6
 1Pn
n∑
i=1
pixi
3
≤ 1
Pn
n∑
i=1
pi f (2a − xi) − m6
1
Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)3
− f
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
 + m6
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
3 .
Prebacivanjem na lijevu stranu
m
6
1
Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)3 i m6
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
3 te
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1
Pn
n∑
i=1
pi f (xi) i f
 1Pn
n∑
i=1
pixi
 na desnu stranu dobivamo nejednakost:
m
6

 1Pn
n∑
i=1
pixi
3 − 1Pn
n∑
i=1
pix3i (4.5)
+
1
Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)3 −
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
3

≤ f
 1Pn
n∑
i=1
pixi
 − 1Pn
n∑
i=1
pi f (xi)
+
1
Pn
n∑
i=1
pi f (2a − xi) − f
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
 .
Kombinirajuc´i ove dvije nejednakosti (4.4) i (4.5) dobivamo
m ≤
f
 1Pn
n∑
i=1
pixi
 − 1Pn
n∑
i=1
pi f (xi) +
1
Pn
n∑
i=1
pi f (2a − xi) − f
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)

1
6

 1Pn
n∑
i=1
pixi
3 − 1Pn
n∑
i=1
pix3i +
1
Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)3 −
 1Pn
n∑
i=1
pi(2a − xi)
3

≤ M,
tj. taj kvocijent je neki ρ iz segmenta [m,M].
Buduc´i da je f
′′′
neprekidna na segmentu [a, b] kojega, prema Bolzano - Weierstrasso-
vom teoremu, preslikava na [m,M], slijedi da postoji ξ ∈ [a, b] tako da je f ′′′(ξ) = ρ, sˇto je
upravo (4.3). 
Poglavlje 5
Promjena uvjeta za funkciju
U prethodnim poglavljima promatrana funkcija je bila 3 - konveksna. Sada c´emo proma-
trati Levinsonov tip nejednakosti za druge klase funkcija.
Definicija 5.1. Neka je funkcija f : (a, b)→ R i c ∈ (a, b).
Kazˇemo da je f ∈ K c1 (a, b) ako postoji konstanta A tako da je funkcija F(x) = f (x) − A2 x2
konkavna na (a, c] i konveksna na [c, b).
Kazˇemo da je f ∈ K c2 (a, b) ako postoji konstanta A tako da je funkcija F(x) = f (x) − A2 x2
konveksna na (a, c] i konkavna na [c, b).
Teorem 5.2. Neka je a < xi ≤ c ≤ yi < b, pi > 0 za i = 1, 2, . . . , n, ∑ni=1 pi = 1 i vrijedi
n∑
i=1
pi(xi − x¯)2 =
n∑
i=1
pi(yi − y¯)2 (5.1)
pri cˇemu je x¯ =
∑n
i=1 pixi i y¯ =
∑n
i=1 piyi.
Ako je f ∈ K c1 (a, b) tada nejednakost
n∑
i=1
pi f (xi) − f (x¯) ≤
n∑
i=1
pi f (yi) − f (y¯) (5.2)
vrijedi i ako je f ∈ K c2 (a, b) tada (5.2) vrijedi sa obrnutim znakom nejednakosti.
Dokaz. Za 0 ≤ t ≤ 1, neka je xi(t) = x¯ + t(xi − x¯) i yi(t) = y¯ + t(yi − y¯).
Definiramo funkciju
U(t) =
n∑
i=1
pi f (yi(t)) − f (y¯) −
n∑
i=1
pi f (xi(t)) + f (x¯).
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Prvo c´emo pokazati ako je f ∈ K c1 (a, b) tada je funkcija U konveksna.
Neka je t1, t2, t3 ∈ [0, 1], ti , t j za i , j, i xi , x¯. Kako je F(x) = f (x) − A2 x2 konkavna na
(a, c]
0 ≥ V [F; xi(t1), xi(t2), xi(t3)] = F(xi(t1))(xi(t1) − xi(t2))(xi(t1) − xi(t3))
+
F(xi(t2))
(xi(t2) − xi(t3))(xi(t2) − xi(t1)) +
F(xi(t3))
(xi(t3) − xi(t1))(xi(t3) − xi(t2))
=
f (xi(t1)) − A2 (xi(t1))2
(t1 − t2)(t1 − t3)(xi − x¯)2 +
f (xi(t2)) − A2 (xi(t2))2
(t2 − t3)(t2 − t1)(xi − x¯)2
+
f (xi(t3)) − A2 (xi(t3))2
(t3 − t1)(t3 − t2)(xi − x¯)2
Prema tome
f (xi(t1))
(t1 − t2)(t1 − t3) +
f (xi(t2))
(t2 − t3)(t2 − t1) +
f (xi(t3))
(t3 − t1)(t3 − t2)
− A
2
[
(xi(t1))2
(t1 − t2)(t1 − t3) +
(xi(t2))2
(t2 − t3)(t2 − t1) +
(xi(t3))2
(t3 − t1)(t3 − t2)
]
≤ 0 (5.3)
vrijedi za xi , x¯. Ako xi = x¯ tada (5.3) takoder vrijedi tako da je lijeva strana jednaka nuli.
Slicˇno, kako je F konveksna na [c, b) nejednakost
f (yi(t1))
(t1 − t2)(t1 − t3) +
f (yi(t2))
(t2 − t3)(t2 − t1) +
f (yi(t3))
(t3 − t1)(t3 − t2)
− A
2
[
(yi(t1))2
(t1 − t2)(t1 − t3) +
(yi(t2))2
(t2 − t3)(t2 − t1) +
(yi(t3))2
(t3 − t1)(t3 − t2)
]
≥ 0 (5.4)
vrijedi za svaki yi i razlicˇite tocˇke t1, t2, t3 ∈ [0, 1].
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Razmotrimo
V[U; t1, t2, t3] =
U(t1)
(t1 − t2)(t1 − t3) +
U(t2)
(t2 − t3)(t2 − t1) +
U(t3)
(t3 − t1)(t3 − t2)
=
1
(t1 − t2)(t1 − t3)
 n∑
i=1
pi f (yi(t1)) − f (y¯) −
n∑
i=1
pi f (xi(t1)) + f (x¯)

+
1
(t2 − t3)(t2 − t1)
 n∑
i=1
pi f (yi(t2)) − f (y¯) −
n∑
i=1
pi f (xi(t2)) + f (x¯)

+
1
(t3 − t1)(t3 − t2)
 n∑
i=1
pi f (yi(t3)) − f (y¯) −
n∑
i=1
pi f (xi(t3)) + f (x¯)

=
n∑
i=1
pi
[
f (yi(t1))
(t1 − t2)(t1 − t3) +
f (yi(t2))
(t2 − t3)(t2 − t1) +
f (yi(t3))
(t3 − t1)(t3 − t2)
]
−
n∑
i=1
pi
[
f (xi(t1))
(t1 − t2)(t1 − t3) +
f (xi(t2))
(t2 − t3)(t2 − t1) +
f (xi(t3))
(t3 − t1)(t3 − t2)
]
− ( f (y¯) − f (x¯))
[
1
(t1 − t2)(t1 − t3) +
1
(t2 − t3)(t2 − t1) +
1
(t3 − t1)(t3 − t2)
]
=
n∑
i=1
pi
[
f (yi(t1))
(t1 − t2)(t1 − t3) +
f (yi(t2))
(t2 − t3)(t2 − t1) +
f (yi(t3))
(t3 − t1)(t3 − t2)
− A
2
(
(yi(t1))2
(t1 − t2)(t1 − t3) +
(yi(t2))2
(t2 − t3)(t2 − t1) +
(yi(t3))2
(t3 − t1)(t3 − t2)
)]
+
A
2
n∑
i=1
pi
(
(yi(t1))2
(t1 − t2)(t1 − t3) +
(yi(t2))2
(t2 − t3)(t2 − t1) +
(yi(t3))2
(t3 − t1)(t3 − t2)
)
+
n∑
i=1
pi
[
A
2
(
(xi(t1))2
(t1 − t2)(t1 − t3) +
(xi(t2))2
(t2 − t3)(t2 − t1) +
(xi(t3))2
(t3 − t1)(t3 − t2)
)
− f (xi(t1))
(t1 − t2)(t1 − t3) +
f (xi(t2))
(t2 − t3)(t2 − t1) +
f (xi(t3))
(t3 − t1)(t3 − t2)
]
− A
2
n∑
i=1
pi
(
(xi(t1))2
(t1 − t2)(t1 − t3) +
(xi(t2))2
(t2 − t3)(t2 − t1) +
(xi(t3))2
(t3 − t1)(t3 − t2)
)
≥ A
2
n∑
i=1
pi
(
(yi(t1))2 − (xi(t1))2
(t1 − t2)(t1 − t3) +
(yi(t2))2 − (xi(t2))2
(t2 − t3)(t2 − t1) +
(yi(t3))2 − (xi(t3))2
(t3 − t1)(t3 − t2)
)
(5.5)
gdje zadnja nejednakost slijedi iz (5.3) i (5.4).
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Primjetimo
n∑
i=1
pixi(t j)2 =
n∑
i=1
pi(x¯2 + 2t j x¯(xi − x¯) + t2j (xi − x¯)2)
= x¯2 + t2j
n∑
i=1
pi(xi − x¯)2 (5.6)
i slicˇno,
n∑
i=1
piyi(t j)2 = y¯2 + t2j
n∑
i=1
pi(yi − y¯)2. (5.7)
Oduzimanjem (5.6) od (5.7) i uzimajuc´i u obzir pretpostavku (5.1) dobivamo
n∑
i=1
pi(yi(t j)2 − xi(t j)2) = y¯2 − x¯2,
tako da je zadnji redak u (5.5) jednak
A
2
(y¯2 − x¯2)
[
1
(t1 − t2)(t1 − t3) +
1
(t2 − t3)(t2 − t1) +
1
(t3 − t1)(t3 − t2)
]
= 0.
Dakle, V[U; t1, t2, t3] ≥ 0 za svaki izbor od t j, j = 1, 2, 3, pa je funkcija U konveksna.
Pokazˇimo da je desna strana derivacije funkcije U u nuli nenegativna.
Prvo, buduc´i da je F(x) = f (x)− A2 x2 konkavna na (a, c] i konveksna na [c, b), obje funkcije
F
′
− i F
′
+ postoje i nerastuc´e su na (a, c) za F
′
− ≥ F ′+ i nerastuc´e na (c, b) za F ′ ≤ F ′1.
Kako je x 7→ A2 x2 diferencijabilna, f
′
i f
′
1 takoder postoje i vrijedi
F
′
−(x) = f
′
−(x) − Ax i F ′+(x) = f ′−(x) − Ax.
Buduc´i da t ↘ 0 izraz yi(t) = y¯ + t(yi − y¯) povec´ava (smanjuje) prema y¯ za yi < y¯(yi > y¯) i
yi(t) ≡ y¯ kada yi = y¯.
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Analogno, tvrdnja vrijedi za xi(t) i x¯. Buduc´i je U(0) = 0 dobivamo
U
′
+(0) = limt↘0
U(t)
t
= lim
t↘0
 n∑
i=1
pi
f (yi(t)) − f (y¯)
t
−
n∑
i=1
pi
f (xi(t)) − f (x¯)
t

= lim
t↘0
 n∑
i=1
pi
f (y¯ + t(yi − y¯)) − f (y¯)
t(yi − y¯) (yi − y¯)
−
n∑
i=1
pi
f (x¯ + t(xi − x¯)) − f (x¯)
t(xi − x¯) (xi − x¯)

= f
′
−(y¯)
∑
yi<y¯
pi(yi − y¯) + f ′+(y¯)
∑
yi>y¯
pi(yi − y¯)
− f ′−(x¯)
∑
xi<x¯
pi(xi − x¯) − f ′+(x¯)
∑
xi>x¯
pi(xi − x¯)
= F
′
−(y¯)
∑
yi<y¯
pi(yi − y¯) + F ′+(y¯)
∑
yi>y¯
pi(yi − y¯) + Ay¯
n∑
i=1
pi(yi − y¯)
− F ′−(x¯)
∑
xi<x¯
pi(xi − x¯) − F ′+(x¯)
∑
xi>x¯
pi(xi − x¯) − Ax¯
n∑
i=1
pi(xi − x¯)
= F
′
−(y¯)
n∑
i=1
pi(yi − y¯) + (F ′−(y¯) − F ′−(y¯))
∑
yi>y¯
pi(yi − y¯)
− F ′(x¯)
n∑
i=1
pi(xi − x¯) − (F ′1(x¯) − F
′
(x¯))
∑
xi>x¯
pi(xi − x¯)
= (F
′
+(y¯) − F ′−(y¯))
∑
yi>y¯
pi(yi − y¯) − (F ′+(x¯) − F ′−(x¯))
∑
xi>x¯
pi(xi − x¯) ≥ 0,
(5.8)
gdje zadnja nejednakost slijedi zbog y¯ ∈ (c, b) i x¯ ∈ (a, c) (ako y¯ = c ili x¯ = c, vrijedi yi = y¯
i xi = x¯ i nejednakost (5.2) je trivijalna).
Dakle, za f ∈ K c1 (a, b) funkcija U je konveksna i U
′
−(0) ≥ 0, pa U(0) ≤ U(1), sˇto je upravo
nejednakost (5.2).
Dokaz za f ∈ K c2 (a, b) je analogan ako je U konkavna i U+(0) ≤ 0. 
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Lema 5.3. Neka su p1, p2, . . . , pn nenegativni realni bojevi takvi da je
∑n
i=1 pi = 1, te neka
su x1, x2, . . . , xn brojevi za koje vrijedi m ≤ xi ≤ M. Ako je f konveksna funkcija na [m,M],
tada vrijedi
n∑
i=1
pi f (xi) ≤ M − x¯M − m f (m) +
x¯ − m
M − m f (M)
gdje je x¯ =
∑n
i=1 pixi. Ako je f konkavna na [m,M] tada vrijedi suprotna nejednakost.
Dokaz. Svaki xi ∈ [m,M] mozˇemo zapisati ovako
xi =
M − xi
M − mm +
xi − m
M − m M.
Ako je funkcija f konveksna, tj. ako je
f (αx + (1 − α)y) ≤ α f (x) + (1 − α) f (y)
tada uz supstituciju x→ m, y→ M, α = M − xi
M − m , 1 − α =
xi − m
M − m dobivamo
f (xi) ≤ M − xiM − m f (m) +
xi − m
M − m f (M), i = 1, 2, . . . , n.
Pomnozˇimo svaku od tih nejednakosti s pi. Dobivamo
pi f (xi) ≤ piM − pixiM − m f (m) +
pixi − pim
M − m f (M), i = 1, 2, . . . , n.
Zbrojimo li sve te nejednakosti dobivamo
n∑
i=1
pi f (xi) ≤
n∑
i=1
piM − pixi
M − m f (m) +
n∑
i=1
pixi − pim
M − m f (M)
=
f (m)
M − m
 n∑
i=1
piM −
n∑
i=1
pixi
 + f (M)M − m
 n∑
i=1
pixi −
n∑
i=1
pim

=
f (m)
M − m
M n∑
i=1
pi − x¯
 + f (M)M − m
x¯ − m n∑
i=1
pi

=
f (m)
M − m (M − x¯) +
f (M)
M − m (x¯ − m)
gdje smo iskoristili cˇinjenicu da je
∑n
i=1 pi = 1 i krac´u oznaku
∑n
i=1 pixi = x¯.
Ako je funkcija f konkavna onda se isti dokaz provodi samo sˇto umjesto znaka ≤ koristimo
znak ≥. 
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Nejednakost iz ove leme naziva se Lah-Ribaricˇ nejednakost.
Koristec´i prethodnu lemu dokazat c´emo sljedec´i teorem koji se u literaturi naziva Levinso-
nova generalizacija Edmundson-Lah-Ribaricˇ nejednakosti, [5].
Teorem 5.4. Neka su p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qm nenegativni realni brojevi takvi da je∑n
i=1 pi = 1,
∑m
j=1 q j = 1. Neka su a ≤ A ≤ b ≤ B, te neka je f : [a, B] → R 3 - konveksna
funkcija u tocˇki c ∈ (A, b), tj. f ∈ K1c (A, b). Neka su x1, . . . , xn ∈ [a, A], y1, . . . , yn ∈ [b, B]
takvi da je
A −∑ni=1 pixi
A − a a
2+
∑n
i=1 pixi − a
A − a A
2−
n∑
i=1
pix2i ≤
B −∑mj=1 q jy j
B − b b
2+
∑m
j=1 q jy j − b
B − b B
2−
n∑
i=1
piy2i .
Tada vrijedi
A −∑ni=1 pixi
A − a f (a) +
∑n
i=1 pixi − a
A − a f (A) −
n∑
i=1
pi f (xi)
≤ B −
∑m
j=1 q jy j
B − b f (b) +
∑m
j=1 q jy j − b
B − b f (B) −
m∑
j=1
q j f (y j).
Dokaz. Buduc´i da je f ∈ K1c (A, b), to znacˇi da postoji konstanta D takva da za
c ∈ (A, b) je funkcija F(x) = f (x)− D
2
2
x2 konkavna na [a, c] i konveksna na [c, B]. Brojevi
x1, . . . , xn nalaze se u [a, A] ⊆ [a, c] pa na njih primjenimo lemu i dobijemo nejednakost:
n∑
i=1
piF(xi) ≤ A − x¯A − aF(a) +
x¯ − a
A − aF(A),
gdje je x¯ =
∑n
i=1 pixi, uvrstimo u gornju nejednakost F(x) = f (x) −
D2
2
x2 koja je konkavna
na [a, A] i pribrojene u kojima se javlja f (x) ostavimo na jednoj strani.
Dobivamo
A − x¯
A − a f (a) +
x¯ − a
A − a f (A) −
n∑
i=1
pi f (xi) ≤ D2
A − x¯A − aa2 + x¯ − aA − aA2 −
n∑
i=1
pix2i
 . (5.9)
S druge strane, F je konveksna na [b, B] pa primjenimo lemu i dobivamo
m∑
j=1
q jF(y j) ≤ B − y¯B − bF(b) +
y¯ − b
B − bF(B),
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gdje je y¯ =
m∑
j=1
q jy j.
Uvrstimo u gornju nejednakost F(x) = f (x) − D
2
x2 i rasporedimo pribrojnike tako da oni
koji sadrzˇe f ostanu na jednoj strani dobivamo
B − y¯
B − b f (b) +
y¯ − b
B − b f (B) −
m∑
j=1
q j f (y j) ≥ D2
 B − y¯B − bb2 + y¯ − bB − b B2 −
m∑
j=1
q jy2j
 . (5.10)
Sada iz (5.9) i (5.10) uz korisˇtenje uvjeta teorema dobivamo
A − x¯
A − a f (a) +
x¯ − a
A − a f (A) −
n∑
i=1
pi f (xi) ≤ D2
A − x¯A − aa2 + x¯ − aA − aA2 −
n∑
i=1
pix2i

≤ D
2
 B − y¯B − bb2 + y¯ − bB − b B2 −
m∑
j=1
q jy2j

≤ B − y¯
B − b f (b) +
y¯ − b
B − b f (B) −
m∑
j=1
q j f (y j)
sˇto je i trebalo dokazati. 
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Sazˇetak
U ovom radu bavimo se Levinsonovom nejednakosˇc´u i njenim generalizacijama.
Rad se sastoji od pet poglavlja. U Poglavlju 1 opisan je zˇivot americˇkog matematicˇara
Normana Levinsona i njegovi najvec´i doprinosi te navodimo kako je Levinson dobio ge-
neralizaciju Ky Fanove nejednakosti koju danas nazivamo Levinsonova nejednakost. U
Poglavlju 2 govorimo o n - konveksnim funkcijama, specijalno 3 - konveksnim funkcijama
za koje vrijedi Levinsonova nejednakost. U Poglavlju 3 govorimo o promjeni uvjeta za
tocˇke. Konkretnije, spominjemo rezultate u kojima se razmatra Levinsonova nejednakost
uz nesˇto slabije uvjete na izbor tocˇaka. U Poglavlju 4 dajemo rezultat u kojem je razlika
lijeve i desne strane Levinsonove nejednakosti izrazˇena kao produkt istovrsne razlike za
polinom x3 i trec´e derivacije funkcije f u jednoj tocˇki domene. U Poglavlju 5 bavimo
se promjenama uvjeta za funkciju. Pokazujemo da Levinsonova nejednakost vrijedi za
funkcije koje su 3 - konveksne u tocˇki.
Summary
In this paper we consider with Levinson’s inequality and its generalizations.
The work consists of five chapters. In Chapter 1 we describe the life of an American mat-
hematician Norman Levinson and his greatest contribution and show how Levinson proved
generalization Ky Fans inequality which we called Levinson’s inequality. In Chapter 2, we
talk about the n - convex functions, particularly, about 3 - convex functions for which Le-
vinson’s inequality also holds. In Chapter 3 we consider changing of conditions of points.
In fact, we give results connected with Levinson’s inequality with weak assumptions on
points. In Chapter 4 we give a result in which the difference between the left-hand and
the right-hand sides of Levinson’s inequality is expressed as a product equivalent to the
difference polynomial x3 and third derivatives of f at one point of domain. In Chapter 5 we
change assumptions of the function. Namely, we prove that Levinson’s inequality holds
for functions which are 3 - convex at a point.
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